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1 作业讲评

注 1. 由于本教材习题配套千题解解答: Grimmett&Stirzaker-1000 Probability (其电子版已传
至群文件中),因此我只对千题解中有问题或者过于简略的解答所对应的作业题、补充题以及其他值
得讲解的作业题给出补充或解答, 其余作业题请大家自行参考千题解.

注 2. 从很多同学的作业中可以看出大家的概率语言书写不规范, 甚至一些同学只列式而没有附上
任何说明. 对于诸如古典概型等带有事件的概率问题, 归根结底是要将事件运算转化成集合运算.
同时, 一定要把事件描述准确清楚, 这部分具体参考上次习题课讲义. 涉及到带有分析味的概率问
题时, 也要用” 分析” 类语言表述规范.

1.4.7 最后一步计算要用到 x(x− 1) =
1

3
((x+ 1)x(x− 1)− x(x− 1)(x− 2)).

1.5.2 证明相互独立时要分四个不同的指标和三个不同的指标两类讨论.

1.5.7 (c),(d) 要把数值具体算出来.

1.7.3 见 Notes(递推法) 或者第 1 次习题课讲义例 1.3

1.8.20 pn =
1

2
+

1

2
(1− 2p)n

0个人主页: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/.
发现错误欢迎联系: zyx240014@mail.ustc.edu.cn.
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补充题 1 有一均匀硬币, 甲掷 n+ 1 枚硬币, 乙掷 n 枚硬币, 求甲掷出的硬币正面数 H甲 比乙掷

出的硬币正面数 H乙 多的概率.

解. 先让甲、乙都掷 n 枚硬币, 记 H ′
甲 为甲投掷硬币的正面数, 则有

p := P(H ′
甲 > H乙) = P(H ′

甲 < H乙)

故

P(H ′
甲 = H乙) = 1− 2p.

所以

P(H甲 > H乙) = P(H ′
甲 > H乙) + P(H ′

甲 = H乙,甲抛掷第n+ 1枚硬币为正面) = p+
1

2
(1− 2p) =

1

2
.

另解. 记 A = {H甲 > H乙}, B = {T甲 > T乙}, 可知 A 与 B 对称, 故 P(A) = P(B). 另一方面, 在甲
只比乙多一枚硬币的条件下, 有 Bc = A. 故 P(A) + P(B) = 1, 即得 P(A) =

1

2
.

另解. 设 H甲 = k + l, H乙 = k, 0 ⩽ k ⩽ n, l ⩾ 1.

P(H甲 > H乙) =
1

22n+1

n+1∑
l=1

n∑
k=0

(
n+ 1

k + l

)(
n

k

)
=

1

22n+1

n+1∑
l=1

n∑
k=0

(
n+ 1

n+ 1− k − l

)(
n

k

)

=
1

22n+1

n+1∑
l=1

(
2n+ 1

n+ 1− l

)
=

1

22n+1
· 1
2

2n+1∑
i=0

(
2n+ 1

i

)
=

1

2
.

补充题 2 已知 X,Y 是随机变量，证明: min {X,Y }, max {X,Y } 为随机变量.

解. 对 ∀x ∈ R, 有 {X ⩽ x} ∈ F , {y ⩽ x} ∈ F . 故有

{min {X,Y } ⩽ x} = {X ⩽ x} ∪ {Y ⩽ x} ∈ F ,

{max {X,Y } ⩽ x} = {X ⩽ x} ∩ {Y ⩽ x} ∈ F .

另解. 注意到

max {X,Y } =
X + Y

2
+

|X − Y |
2

, min {X,Y } =
X + Y

2
− |X − Y |

2
.

利用 cX,X + Y, |X| 是随机变量 (自行验证) 即可.

注. 证明随机变量的方法: 把满足条件的集合放在一起, 证明其构成了 σ-代数. 由此, 对随机变量
Xn, 亦可证明 sup

n⩾1
Xn, inf

n⩾1
Xn, lim sup

n→+∞
Xn, lim inf

n→+∞
Xn 均为随机变量.
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2.1.4 FG 是分布函数, 需要分别验证其三条性质.

2.1.5

2.3.3 见本讲义第 2 部分

2.4.2 Y, Z 的分布函数:

FY (x) =


0, x < a,

F (x), a ⩽ x < b,

1, x ⩾ b.

b ⩽ 0 : FZ(x) =

 0, x < 0,

1, x > 0.
, b > 0 : FZ(x) =



0, x < −b,

F (x)− F (−b− 0), −b ⩽ x < 0,

1− F (b) + F (x), 0 ⩽ x < b,

1, x ⩾ b.

所以当 a → −∞, b → +∞ 时, FY (x), FZ(x) → F (x) (逐点收敛).

注. 关于 Z, b > 0 时, 注意到

−b ⩽ x < 0 : {Z ⩽ x} = ({|X| ⩽ b} ∩ {X ⩽ x}) = {−b < X ⩽ x}

0 ⩽ x < b : {Z ⩽ x} = {|X| > b} ⊔ ({|X| ⩽ b} ∩ {X ⩽ x}) = {|X| > b} ⊔ {−b < X ⩽ x}

= {X ⩽ x} ⊔ {X > b}
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2 专题选讲

2.1 随机变量与分布函数

定义 2.1. (Ω,F ,P), X : Ω → R, 若 ∀x ∈ R 有 {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F , 则称 X 为 (Ω,F ,P) 上的
一个随机变量.

注. 一般用 {X ≤ x} 表示 {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}, 但是我们不能 “忘记” 样本空间.

定义 2.2. 设 X 为 (Ω,F ,P)上随机变量,则称函数 FX(x) = P ({X ≤ x})为 X 的(概率) 分布函数.

区分随机变量 & 分布函数: 若已知随机变量, 我们必然能得到其分布函数. 反之存在性也满足 (见
后), 但不能唯一确定! 分布函数会 “忘记” 样本空间! 下面一个简单的例子即可说明:

例 2.1. 掷一枚均匀硬币.Ω = {H,T}, 随机变量 X,Y 满足 X(H) = 1, X(T ) = −1, Y (H) =

−1, Y (T ) = 1. 我们有

FX(x) = FY (x) =


0, x < −1,
1

2
, −1 ⩽ x < 1,

1, x ⩾ 1,

但是 X ̸= Y .

回顾一下分布函数的性质:

引理 2.1. 设 X 是随机变量, F (x) 为其分布函数, 则有

(1) 单调递增: 若 x < y, 则 F (x) ≤ F (y),

(2) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1,

(3) 右连续: F (x+ 0) = F (x).

事实上, 满足上述三条引理的一元函数称为分布函数 F (x), 可以找到一个概率空间及随机变量
X, 使得 X 的分布函数是 F (x).

X ∼ U(0, 1)((0,1) 上均匀分布), 当分布函数 F 严格递增时, Y = F−1(X) 有分布函数 F .

P(Y ≤ y) = P(F−1(X) ≤ y) = P(X ≤ F (y))
F (R)⊆(0,1)
======== F (y)

更一般地, 对分布函数 F (x), 定义

F−1(y) = sup{x | F (x) < y}, y ∈ (0, 1)

显然 F−1(y) 单调递增, 且我们有如下事实: 设 F 为分布函数, X ∼ U(0, 1), 则 Y = F−1(X) 的分布

函数为 F .
问题: P(F−1(X) ≤ y)

?
== P(X ≤ F (y))
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提示. 只需验证 F−1(y) > x ⇐⇒ y > F (x).
=⇒: ∃x0, 使得 x < x0 < F−1(y). 利用 F−1(y) 上确界的定义知,

x0 ∈ {x | F (x) < y} .

再利用 F 的单调性知, F (x) ⩽ F (x0) < y.
⇐=: 利用 F 的右连续性知, ∃δ > 0, 使得

y > F (x+ δ).

再利用 F−1 的定义知, F−1(y) ⩾ x+ δ > x.

注. 此结论表明均匀分布可用来产生其他分布, 在随机模拟中相当重要.

蒙特卡洛模拟: g : [0, 1] → [0, 1] 连续函数, 要计算 I =

ˆ 1

0

g(x)dx, 其中 (X,Y ) 为 [0, 1]× [0, 1] 上均

匀分布, A = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ g(x), x ∈ [0, 1]}. 向 [0, 1]2 上随机投点 N 次, 落入 A 的次数记为 NA,
即 Y ⩽ g(x) 时 (X,Y ) “成功” . 频率稳定性建议:

NA

N
→ I = P(A).

例 2.2 (Buffon 问题). 平面上有间距为 2 平行线, 投长为 1 的针, 试求针与线相交的概率？

解. x 表示针的中点与最近一条平行线的距离, θ 表示针与线夹角, 明显

0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ θ ⩽ π, G = {(θ, x) : θ ∈ [0, π], x ∈ [0, 1]}

A 表示针与线相交: A :=

{
(θ, x) ∈ G : x ≤ 1

2
sin θ

}

P(A) =
|A|
|G|

=
1

π

ˆ π

0

ˆ 1
2

sin θ

0

1dxdθ =
1

π

定义 2.3. 以连续型为例. 设随机向量 (X,Y ) 联合密度 f(x, y), 则 X 的边缘密度:

fX(x) =

ˆ +∞

−∞
f(x, y)dy,

边缘分布:
FX(x) = lim

y→+∞
F (x, y) =

ˆ x

−∞

ˆ +∞

−∞
f(x, v)dv.

给定 X = x(fX(x) > 0) 下 Y 的条件密度:

fY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
(关于y构成密度函数)

条件分布:
FY |X(y | x) =

ˆ y

−∞

f(x, v)

fX(x)
dv
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离散型下定义类似. 由此可知,对随机变量X,Y ,若已知 FX,Y (x, y),我们可以求得 FX(x), FY (y),
FX|Y (x|y), FY |X(y|x). 反之,

FX(x), FY (y) ⇏ FX,Y (x, y), FX(x), FY |X(y|x) ⇒ FX,Y (x, y).

注. P(A),P(B) ⇏ P(AB) = P(B)P(A|B).

例 2.3. 二元函数

F (x, y) =


1− e−x − xe−y, 0 ⩽ x ⩽ y,

1− e−y − ye−y, 0 ⩽ y ⩽ x,

0, else

是否为某随机向量 (X,Y ) 的联合分布函数? 若是, 分别求出 X 和 Y 的分布函数; 若不是, 请说明
理由.

解. F (x, y) 连续且 lim
x,y→−∞

F (x, y) = 0, lim
x,y→+∞

F (x, y) = 1. 而

∂2F

∂x∂y
=

 e−y 0 ⩽ x ⩽ y,

0 0 ⩽ y ⩽ x.

∂2F

∂x∂y
⩾ 0. 因此 F (x, y) 是一个联合分布, 并有

FX(x) = lim
y→+∞

F (x, y) =

 1− e−x, x ⩾ 0,

0, x < 0.
FY (y) = lim

x→+∞
F (x, y) =

 1− e−y − ye−y, y ⩾ 0,

0, y < 0.

2.2 离散型及期望方差

1 Bernoulli 分布 P(X = 1) = p,P(X = 0) = 1− p, 则

E[X] = p · 1 + (1− p) · 0 = p,

E[X2] = p · 12 + (1− p) · 02 = p, =⇒ V ar(X) = p(1− p)

2 二项分布 X ∼ B(n, p),P(X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, · · · , n 这里 p ∈ (0, 1), p + q = 1. X

服从参数为 (n, p) 的二项分布. 其中 B(1, p) 即为 Bernoulli 分布.

E[X] =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pkqn−k =

n∑
k=0

k
n!

k!(n− k)!
pkqn−k =

n−1∑
k=0

n!

k!(n− 1− k)!
pk+1qn−1−k
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= np

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pkqn−1−k = np

E[X(X − 1)] =
n∑

k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
pkqn−k = n(n− 1)p2

E[X2] = np(np+ q), V ar(X) = npq = np(1− p)

注 1. 二项分布具有可加性: 设 X ∼ B(M, p), Y ∼ B(N, p) 且 X,Y 相互独立，则有 X + Y ∼
B(M +N, p). (对任意有限个均成立).

P(X + Y = n) =
n∑

k=0

P(X = k, Y = n− k) =
n∑

k=0

(
M

k

)
pkqM−k

(
N

n− k

)
pn−kqN−n+k

= pnqM+N−n

n∑
k=0

(
M

k

)(
N

n− k

)
=

(
M +N

n

)
pnqM+N−n.

注 2. 二项分布可分解: X ∼ B(n, p) 可以分解成 n 个相互独立且参数为 p 的 Bernoulli 分布之和,
即

X = X1 +X2 + · · ·+Xn, Xr i.i.d ∼ B(1, p), r = 1, · · · , n.

因此, 我们有

E[X] = E[X1 +X2 + · · ·+Xn] =
n∑

k=1

E[Xk] = nE[X1] = np,

V ar(X) = V ar(X1 +X2 + · · ·+Xn)
独立
====

n∑
k=1

V ar(Xk) = nV ar(X1) = np(1− p).

上例可知, 期望的线性性非常重要. 对于随机变量 X,Y , 有时 X + Y 的分布较为复杂, 而 X 和 Y

的分布相对好入手. 转化成如下形式即可:
ˆ +∞

−∞
tdFX+Y (t) = E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] =

ˆ +∞

−∞
tdFX(t) +

ˆ +∞

−∞
tdFY (t)

同时注意到, 期望只与分布有关. 若 X,Y 同分布, 则两者期望相同.

3 几何分布 P(X = k) = pqk−1, k = 1, 2, · · · , p ∈ (0, 1), �p+ q = 1

E[X] =
∞∑
k=1

kpqk−1 绝对收敛
====== p

(
∞∑
k=1

qk

)′

= p

(
q

1− q

)′

=
p

(1− q)2
=

1

p
,

E[X(X + 1)] =
∞∑
k=1

k(k + 1)pqk−1 绝对收敛
====== p

(
∞∑
k=1

qk+1

)′′

= p

(
q2

1− q

)′′

=
2p

(1− q)3
=

2

p2
,

V ar(X) =
1− p

p2
.
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注. 离散情况下, 几何分布 ⇐⇒ 无记忆性.
⇒: 无记忆性:

P(X = m+ k | X > m) =
P(X = m+ k)

P(X > m)
=

pqm+k−1

qm
= pqk−1 = P(X = k).

⇐: 记 p = P(X = k + 1 | X > k) 与 k 无关, 令 rk = P(X > k)(r0 = 1), 则

p =
P(X = k + 1)

P(X > k)
=

rk − rk+1

rk
.

解得 rk = (1− p)k. 因此 P(X = k) = rk−1 − rk = p(1− p)k−1 = pqk−1.

4 泊松分布 X ∼ P (λ),P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, · · · , λ > 0.

E[X] =
+∞∑
k=1

kP(X = k) = λ
+∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ,

E[X(X − 1)] =
+∞∑
k=1

k(k − 1)P(X = k) = λ2

+∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ = λ2 =⇒ V ar(X) = λ.

注 1. 泊松分布具有可加性: 设 X ∼ P (λ1), Y ∼ P (λ2)且 X,Y 相互独立，则有 X+Y ∼ P (λ1+λ2).
(对任意有限个均成立).

P(X + Y = n) =
n∑

k=0

P(X = k, Y = n− k) =
n∑

k=0

(λ1)
k

k!
e−λ1 · (λ2)

n−k

(n− k)!
e−λ2

=
e−λ1−λ2

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
(λ1)

k(λ2)
n−k

=
e−λ1−λ2

n!
(λ1 + λ2)

n.

注 2. 泊松分布亦可分解, 泊松分布在随机选择下具有不变性. 如下例:
泊松翻转: 掷硬币 N 次, N ∼ P (λ),P(H) = p, 记 X,Y 为 H,T 出现次数. 则 X 与 Y 独立, 因为

P(X = x, Y = y) = P(X = x, Y = y,N = x+ y)

= P(X = x, Y = y | N = x+ y)P(N = x+ y) =

(
x+ y

x

)
pxqy

λx+y

(x+ y)!
e−λ

=
(λp)x

x!
e−λp · (λq)

y

y!
e−λq.

因此

P(X = x) =
∞∑
y=0

P(X = x, Y = y) =
(λp)x

x!
e−λp, P(Y = y) =

(λq)y

y!
e−λq.

X 与 Y 独立, N = X + Y 且有 X ∼ P (λp), Y ∼ P (λq).
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例 2.4. 已知随机变量 X,Y , 且 X,Y 相互独立. 求如下两情形的条件概率 P(X = k|X + Y = j):

(1) X ∼ B(m, p), Y ∼ B(n, p);

(2) X ∼ P (λ1), Y ∼ P (λ2).

解. (1) 利用 X + Y ∼ B(m+ n, p), 我们有

P(X = k|X + Y = j) =
P(X = k,X + Y = j)

P(X + Y = j)
=

P(X = k)P(Y = j − k)

P(X + Y = j)

=

(
m

k

)
pk(1− p)m−k

(
n

j − k

)
pj−k(1− p)n−j+k(

m+ n

j

)
pj(1− p)m+n−j

=

(
m

k

)(
n

j − k

)
(
m+ n

j

)
(2) 利用 X + Y ∼ P (λ1 + λ2, p), 我们有

P(X = k|X + Y = j) =
P(X = k,X + Y = j)

P(X + Y = j)
=

P(X = k)P(Y = j − k)

P(X + Y = j)

=

λk
1

k!
e−λ1

λj−k
2

(j − k)!
e−λ2

(λ1 + λ2)
j

j!
e−λ1+λ2

=

(
j

k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k (
λ2

λ1 + λ2

)j−k

.

3 补充习题

1 定义实数 m 成为分布函数 F 的中位数, 若

F (m− 0) ⩽ 1

2
⩽ F (m).

(1) 给出 [0, 1] 上均匀分布和二项分布 B

(
n,

1

2

)
的中位数;

(2) 证明分布函数至少有一个中位数, 且中位数集合构成一个闭区间.

解. (1) U [0, 1] 上的中位数是
1

2
, B
(
n,

1

2

)
的中位数是


[
n− 1

2
,
n+ 1

2
], n为奇数

n

2
, n为偶数

. (自行验证)
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(2) 定义 m = sup
{
x : F (x) <

1

2

}
, 由 lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1 可知 m 存在. 由 m 的

上确界定义知, 对 ∀x < m , 均有 F (x) <
1

2
. 若 F (m) <

1

2
, 由 F 的右连续性知, ∃m0 > m, 使得

F (m0) <
1

2
, 这与 m 的上确界性矛盾. 因此 F (m) ⩾ 1

2
, 故 m 为 F 的中位数.

再定义 M = sup
{
x : F (x) ⩽ 1

2

}
. 对 ∀x > M , 均有 F (x) >

1

2
; 对 ∀x < M , 均有 F (x) ⩽ 1

2
.

由定义知M ⩾ m,所以 F (M) ⩾ F (m) ⩾ 1

2
. 所以M 为中位数,且中位数集合为闭区间 [m,M ].

2 独立重复伯努利试验中, p 为每次试验成功的概率, Sn 表示第 n 次试验成功时试验总次数.
求:

(1) 条件概率 P(Sn+1 = k|Sn = j);

(2) 条件概率 P(Sn = k|Sn+1 = j).

解. 注意到

P(Sn = j) = p ·
(
j − 1

n− 1

)
· pn−1(1− p)j−n =

(
j − 1

n− 1

)
pn(1− p)j−n, ·j ⩾ n.

因而

P(Sn+1 = k|Sn = j) =
P(Sn+1 = k, Sn = j)

P(Sn = j)
=

(
j−1
n−1

)
pn(1− p)j−n · (1− p)k−j−1p(

j−1
n−1

)
pn(1− p)j−n

= (1− p)k−j−1p

及因而

P(Sn = k|Sn+1 = j) =
P(Sn = k, Sn+1 = j)

P(Sn+1 = j)
=

(
k−1
n−1

)
pn(1− p)k−n · (1− p)j−k−1p(
j−1
n

)
pn+1(1− p)j−n−1

=

(
k−1
n−1

)(
j−1
n

) .

注. 通过上述计算可知, P(Sn+1 = k|Sn = j) 服从几何分布以及仅和 k − j 有关, 即具有马氏性: 未
来决定于现在的状态, 与过去无关.

3 有足够多套同类型的卡片组, 每套卡片组共 n 张各不相同的卡片, 每花 1 张券就可以在完整
的一套卡片组中随机抽取 1 张卡片. 某人想集齐一套完整的卡片组, 设他恰好集齐卡片组时花费的
总券数为 Xn, 求 lim

n→+∞

E[Xn]

n lnn
.

解. 记收齐第 i− 1 张卡片之后到收齐第 i 张卡片间花费的券数为 ηi, 则有

Xn = η1 + η2 + · · ·+ ηn.

同时, ηi 服从几何分布

P(ηi = k) =

(
i− 1

n

)k−1
n− i+ 1

n
, k = 1, 2, · · ·
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因此

E[ηi] =
n

n− i+ 1
.

故有

E[Xn] = E[η1 + η2 + · · ·+ ηn] =
n∑

k=1

E[ηk] = n
n∑

k=1

1

n− k + 1
= n

n∑
k=1

1

k
.

利用

lnn <

n∑
k=1

1

k
< 1 + ln(n+ 1)

夹逼即得

lim
n→+∞

E[Xn]

n lnn
= 1.

4 互素概率问题浅谈 ∗

先看这样一个简单的例子:

例 4.1. 对 N ⩾ 1, 记 PN 为 ΩN = {1, 2, · · · , N} 上均匀概率测度, 通过模 q 的余数可定义随机变量

πq : ΩN → Zq = {0, 1, · · · q − 1} .

对两个不同的素数 q1 和 q2, 证明 πq1 和 πq2渐近独立, 即 ∀ai ∈ Zqi , 有

lim
N→+∞

PN(πq1 = a1, πq2 = a2) = lim
N→+∞

PN(πq1 = a1)× lim
N→+∞

PN(πq2 = a2).

证明. 我们有

PN(πqi = ai) =



[
N

qi

]
· 1

N
, ai = 0,([

N − ai
qi

]
+ 1

)
· 1

N
, 1 ⩽ ai ⩽ q − 1,

0 , else.

因为 q1, q2 均为素数, 利用中国剩余定理可知, ∃0 ⩽ a3 ⩽ q1q2 − 1, 使得

{πq1 = a1, πq2 = a2} = {πq1q2 = a3} .

因此

PN(πq1 = a1, πq2 = a2) =

[
N − a3
q1q2

]
· 1

N
or
([

N − a3
q1q2

]
+ 1

)
· 1

N
�

若 ai /∈ [0, qi − 1], 则题中两式等于 0 显然成立; 若 ai ∈ [0, qi − 1], 对 N → +∞, 则题中两式等于
1

q1q2
, 亦成立.
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上周组合学课程作业中有这样一道题目, 和上例的渐近独立性有一丢神秘关联 (?
问题: 从不超过 N 的正整数中随机地选取两数 a, b, 记 a, b 互素的概率为 PN . 则当 N → +∞ 时,

PN →
∞∏

i=1

(
1− 1

p2i

)
=

6

π2
. 其中 pi 为素数且依序从小到大排列.

先验证

∞∏
i=1

(
1− 1

p2i

)
. 我们先看如下证明是否合理 (证明中所有独立性应给出证明, 这里先省

略且假设成立), 其直接把 N = +∞, 在所有正整数集的样本空间 Ω 上考虑此问题:

证明. 记事件 Api 为 a 能被 pi 整除, 则有 P(Api) =
1

pi
可以验证

P(ApiApj) = P(Api)P(Apj)

即 Api 与 Apj(i ̸= j) 相互独立. 记事件 Bpj 为 b 能被 pj 整除, 类似 Bpi 和 Bpj(i ̸= j) 相互独立. 同
时, 利用选数的随机性知,

P(ApkBpl) = P(Apk)P(Bpl).

记事件 C 表示 a, b 互素, 则有

C =
∞⋂
i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
)

而 Ac
pi
, Bc

pi
相互独立, 故有

P(C) = P

(
∞⋂
i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
)

)
=

∞∏
i=1

P
(
(Ac

pi
∪ Bc

pi
)
)
=

∞∏
i=1

(1− P(ApiBpi)) =
∞∏
i=1

(1− P(Api)P(Bpi))

=
∞∏
i=1

(
1− 1

p2i

)
.

注. 最后一步中的 P

(
∞⋂
i=1

(Ac
pi
∪Bc

pi
)

)
= P

(
lim

N→+∞

N⋂
i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
)

)
?
== lim

N→+∞
P

(
N⋂
i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
)

)
=

∞∏
i=1

P
(
(Ac

pi
∪ Bc

pi
)
)

� 以及 P(Api) =
1

pi
是否合理？

我们知道, 对于满足概率测度可列可加性的概率空间 (Ω,F ,P), 上式当然成立. 但是算术密
度并不满足可列可加性. 具体为: Ω 为所有正整数集, 随机取一个正整数 k, P({k}) = a ⩾ 0. 若 P
满足可列可加性, 则

P(Ω) =
∞∑
k=1

P({k}) = 0 or +∞,

与概率的规范性 P(Ω) = 1 矛盾.

注意到原问题的概率空间 ΩN 选取: 对 N , 均匀地选取一个 1 到 N 中的数字, 然后再让 N 趋

于无穷. 有一种可行的方法是用 Jordan 公式进行剥 (暴) 蒜 (算), 见下:
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证明. 记事件 C(N) 表示不超过 N 的正整数 a, b 互素, 事件 A
(N)
i 表示素数 pi| gcd(a, b), 并记 l 为使

得 pl 是不超过 N 的最大素数. 则对 ∀1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ l, 有

P

(
ik⋂

n=i1

An

)
=

⌊
N∏ik

n=i1
pn

⌋2

N2
.

利用 Jordan 公式, 有

P(C(N)) = P

((
l⋃

n=1

A(N)
n

)c)
= 1− P

(
l⋃

n=1

A(N)
n

)
= 1−

l∑
n=1

(−1)n
∑

1⩽i1<···<in⩽l

P(A(N)
i1

· · ·A(N)
in

)

= 1−
l∑

n=1

(−1)n
∑

1⩽i1<···<in⩽l

⌊
N∏in

k=i1
pk

⌋2

N2
.

故

∣∣∣∣∣P(C(N))−
l∏

i=1

(
1− 1

p2i

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P(C(N))− 1 +

l∑
n=1

(−1)n
∑

1⩽i1<···<in⩽l

(
N∏in

k=i1
pk

)2

N2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

N2

∣∣∣∣∣∣
l∑

n=1

(−1)n
∑

1⩽i1<···<in⩽l

( N∏in
k=i1

pk

)2

−

⌊
N∏in

k=i1
pk

⌋2
∣∣∣∣∣∣

⩽ 1

N2

l∑
n=1

∑
1⩽i1<···<in⩽l

2N∏in
k=i1

pk
⩽ 2

N

l∏
i=1

(
1 +

1

pi

)
⩽ 3

N

(
1 +

1

3

)
·
(
1 +

1

5

)
· · ·
(
1 +

1

pl

)

⩽ 3

N

√√√√N+1∏
i=2

(
1 +

1

i

)

⩽ 3
√
N + 1

N

N→+∞−−−−→ 0.

而由
∞∑
i=1

1

p2i
绝对收敛知,

∞∏
i=1

(
1− 1

p2i

)
收敛, 故有 lim

N→+∞
P(C(N)) =

∞∏
i=1

(
1− 1

p2i

)
.

注. 这里的样本空间是有限的, 故不会存在上述可列可加性的问题. 可以发现, 以上主要归结为:

(Ω下的)P(C)
?
== lim

N→+∞
P(C(N))(ΩN下的).

除此之外, 能否考虑利用例 4.1 中的渐近独立性, 在 ΩN 下类比之前的错证方法完成？现进行

尝试:
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记号基本同前. 记事件 Api 为 a 能被 pi 整除, 事件 Bpj 为 b 能被 pj 整除. 由例 4.1 知, Api 与

Apj(i ̸= j) 渐近独立, Bpi 和 Bpj(i ̸= j) 渐近独立. 这里的渐近独立性可以推广到任意有限个. 同时,
利用选数的随机性知, Apk , Bpl 相互独立. 同样记事件 C(N) 表示 a, b 互素, 并记 l 为使得 pl 是不超

过 N 的最大素数, 则有

C(N) =
l⋂

i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
).

而 Ac
pi
, Bc

pi
相互独立. 我们看下式是否成立:

lim
N→+∞

P(C(N)) = lim
N→+∞

P

(
l⋂

i=1

(Ac
pi
∪ Bc

pi
)

)
?
== lim

N→+∞

l∏
i=1

P
(
(Ac

pi
∪ Bc

pi
)
)
= lim

N→+∞

l∏
i=1

(1− P(ApiBpi))

= lim
N→+∞

l∏
i=1

(1− P(Api)P(Bpi)) = lim
N→+∞

∏
pi⩽N

(
1− 1

p2i

)
.

对于固定的 l, 利用渐近独立性可知上式当然成立. 但这里的 l 实质是 l(N), 即随 N 变化而变化,
所以上式未必成立. 最后猜测只能通过精细估计的方法一步步剥蒜. 数论方法的证明可以参考书
目([3])中的 Thm 332(本质还是剥蒜). 若有其他方法欢迎一同探讨!

很好, 但 P(C) 究竟事什么呢？

可能确实取等但我也不到啊！也许直接在所有正整数上考虑这个问题的话始终没有解决吧 (?
最后我们证明:

∞∏
i=1

1

1− 1
p2i

=
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

更一般地, 欧拉乘积公式:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=

∞∏
i=1

(
1− 1

psi

)−1

.

证明. 利用
1

1− 1
p2i

= 1 +
∞∑
n=1

1

(p2i )
n
,

有 ∏
pi⩽N

1

1− 1
p2i

=
N∑

n=1

1

n2
+

∞∑
n=N+1

′ 1

n2

其中
∞∑

n=N+1

′ 1

n2
<

∞∑
n=N+1

1

n2
,

∞∑
n=N+1

′ 1

n2
表示: 从 n ⩾ N + 1 起, 对每个 n 至多仅有一个

1

n2
在该级数内. 故有

0 <
∏
pi⩽N

1

1− 1
p2i

−
N∑

n=1

1

n2
<

∞∑
n=N+1

1

n2
.
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因为

∞∑
n=1

1

n2
收敛, 由夹逼原理知,

∞∏
i=1

1

1− 1
p2i

=
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

最后提供一道习题留给大家自行探究:

习题: 记 P 为所有正整数集 Ω = {1, 2, · · · } 上的加权概率测度, 其中正整数 n 的加权值是
1

n2
. 从所

有正整数中随机选取正整数 a, 记事件 Api 表示正整数 a 能被 pi 整除.

(1) 对两个不同的素数 p1 和 p2, 证明 Ap1 和 Ap2 相互独立.

(2) 用概率方法证明
∞∏
i=1

1

1− 1
p2i

=
π2

6
.

(3) 在加权概率测度 P 下, 从所有正整数中随机地选取两数 a, b, 求 a, b 互素的概率 P .

注.
+∞∑
n=1

1

n2
收敛保证了加权概率测度 P 的良定.

提示. (2) 注意到 P

(
∞⋃
n=1

Apn

)
= 1− 6

π2
, (3) 用之前错证的方法即可.
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